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Johdanto

Fibonaccin luvut ja kultainen leikkaus ovat kiinnostaneet ihmisia jo pitkaan. Monissa kult-
tuureissa kultaiseen leikkaukseen perustuvat muodot on ndhty muita kauniimpina. Kultais-
ta leikkausta on kaytetty mm. Notre Damen katedraalin suunnittelussa ja sen paaperiaat-
teet opetetaan kouluissa viela tdna paivana. Fibonaccin luvut ovat peréisin 1200-luvulta,
mutta my0os ne ovat kultaisen leikkauksen tavoin tuttuja tAman paivan kansalaisille. Kultai-
sella leikkauksella ja Fibonaccin sarjalla on myds yhteys toisiinsa, muiden kiinnostavien

matemaattisten ominaisuuksien lisaksi.

Fibonacci, Filius Bonacci

Fibonacci, oikealta nimeltdan Leonardo Pisano (Leonardo
Pisalainen) (1170-1250) oli italialainen matemaatikko. Han
syntyi Italiassa, mutta sai koulutuksensa Pohjois-Afrikassa.
Hanen isansa tyona oli edustaa Pisan tasavallan kauppiaita
Bugiassa, joka on tarked satamakaupunki Pohjois-
Algeriassa, ja siella eras arabimatemaatikko opetti Fibonac-
cille matematiikkaa. Fibonacci oppi arabialaiset (hindulaiset)
numerot ja lukujarjestelman, ja myohemmin han vaikutti ara-

bialaisen lukujarjestelméan yleistymiseen Euroopassa julkai-

semalla vuonna 1201 teoksen Algebra et Almuchabala.

Fibonacci matkusteli laajalti isdnsd kanssa. Matkoillaan h&n havaitsi valtavia matemaattis-

ten jarjestelmien tuomia etuja joita kaytettiin niissd maissa joissa han kavi.

Fibonacci kirjoitti kirjan Liber abaci vuonna 1202. Kirjassa han osaoitti, kuinka paljon hel-
pompaa laskeminen arabialaisilla numeroilla oli kuin roomalaisilla numeroilla. Han suositti
uutta laskutapaa Venetsian kauppiaille, mutta nama pitivat sitd roomalaisilla numeroilla
laskemista vaikeampana ja kielsivat sen kayton. Laskutapa osoittautui kuitenkin ylivoimai-
seksi, mika johti sen levidmiseen Eurooppaan. Laajemmin se hyvaksyttiin vasta 1500-
luvulla, jolloin arabialaiset numerot syrjayttivat roomalaiset numerot lopullisesti. Fibonacci
ymmarsi myds negatiivisten lukujen merkityksen, ja kaytti niitd esimerkiksi velkojen ilmai-

semiseen.

Nimi Fibonacci yhdistetaan yleensa hanen nimedan kantavaan lukusarjaan.



Fibonaccin lukujono

Fibonaccin lukujono maaritellaén seuraavasti:
0 ykunn =10
F{n)=1<¢1 ykunn =1
Fin—-1)4+F(n-2) ,kunn>1
Toisin sanoen Fibonaccin lukujonon ajatuksena on laskea yhteen kaksi edellisté lukua, ja
nain saada seuraavan luvun arvo. Fibonaccin lukujonon ensimmaiset kymmenen lukua
jarjestyksessad ovat 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55. Joskus on my0s tapana méaaritella

Fibonaccin lukujonon alkavan ykkosesta eiké nollasta.

Fibonaccin jono on kiinnostava sikali, ettd sen kahden perattaisen luvun suhde lahestyy
kultaista leikkausta. Koska Fibonacci-tyyppisesti etenevid korkoa korolle -summautuvia
iimigita l1oytyy paljon biologisesta luonnosta, l6ytyy sieltd my6s paljon kultaista leikkausta

vastaavia suhteita.
Lukujonon matemaattinen esitys

Kultaisen leikkauksen matemaattinen muoto on

5 41
s Y3+l

5 ~ 1,6180229887

Mielenkiintoista on selvittaa myds kyseisen arvon kdanteisluku eli 1/1,6180229887.
Konstruoiminen harpilla ja viivoittimella

Aluksi piirretddn ympyra P ja pienempi ympy-

ra Q, jonka halkaisija on yhta pitk& kuin P:n
sade, ja joka sivuaa P:n sadetta P:n kehalla. ,,f’P’ ____EH%”Q__H\
Tata varten puolitetaan ympyréan P sade ja _ ;"f |: \____ Nﬁl
piirretdan sille normaali kehan pisteen X kaut- / \\ Hnl f,fl
ta. Ympyran Q keskipiste on talla normaalilla, I :: s - :
ympyran P sateen puolikkaan etaisyydella I\ /
pisteesta X. 1‘L\\ f,x‘f

K“‘x__ B P

Tarkastellaan kuviota, joka syntyy, kun piirre-

taan ympyroiden P ja Q keskipisteiden kautta kulkeva suora.



Olkoon ympyran P sade 2a. Janan Py Qx pituus saadaan helposti laskettua Pythagoraan

lauseen avulla; se on

ﬂ,ll(Ea)E +g% = '\Eﬂ.

Talléin janan PyA pituudeksi saadaan

J5e-a={/5-1)a S8y

Lasketaan nyt janan P A suhde janaan AB

(\5-1)¢ -J5-1
op 2

Nyt huomataan, etta janat ovat kultaisen leikkauksen suhteessa.

Toinen tapa konstruoida kultainen leikkaus geometrisesti, on esitetty alla olevassa kuvas-
sa. Piirretdan ensin jana AB ja pisteen B kautta kulkeva normaali. Merkitaan normaalille
piste C siten, ettd sen etaisyys pisteesta B on puolet janan AB pituudesta. Taman jalkeen
piirretdan janalle AC piste D ja edelleen janalle AB piste S kuten kuvassa on esitetty.

Nyt voidaan laskemalla todistaa, ettéa sekd AB/AS ettd AS/SB ovat kultaisen leikkauksen
suhteessa. Tama jatetdan kuitenkin lukijan oman mielenkiinnon varaan. Vihjeena voin kui-

tenkin antaa, ettd janan BC pituudeksi kannattanee olla a/2.



Opetuskokonaisuus

Lahtokohta

Perimmaisené tavoitteena on havaita joitakin tapoja, miten luvut voivat liittya toisiin lukui-
hin muodostaen samalla saéannonmukaisesti kayttaytyvan lukujonon. Voidaan ajatella lu-
kujonojen perustuvan kahteen alla mainittuun alkeistapaukseen, joita voidaan hieman tut-

kiskella ennen tutustumista Fibonaccin lukujonoon.

Lukujonoa sanotaan geometriseksi, jos sen kahden perakkaisen termin suhde on vakio:
1,2,4,8, 16,32, ...

Lukujono on aritmeettinen, jos sen kahden perakkaisen jdsenen erotus on vakio:
2,4,6, 8,10, 12, ...

Jatkossa naitd yksinkertaisia lukujonoja ei kasitella enempad, vaan perehdytaan hieman

monimutkaisempaan ja samalla mielenkiintoisempaan tapaukseen.

Vaihe 1

Oppilas voi halutessaan lahtea tutustumaan Fibonaccin lukujonoon haluamistaan lahto-
kohdista. Téallaisia padkohtia ovat esimerkiksi

arkkitehtuuri,

kuvataide kaikissa muodoissaan,
ihmisen keho,

ihmisen kasvot,

elaimet ja

kasvit.

Yksinkertaisinta lienee lahted matemaattiseen P e v
seikkailuun kasveista, ja tata tapausta kasitellaan jatkossa. Talloin ei valttdmatta tarvita
mitdan apuvalineita. Hyvia ja helppoja kasveja ovat mm. mannyn k&py, ananas, omena ja
banaani tai vaikkapa vaahteran lehti. Toki mikaan naista ei yksin&an riitd lukujonon lukujen
selvittdmiseen. Siksi asiaa voidaan lahestyd monin tavoin. Voidaan tyOpareittain tai pien-
ryhmissa tutkia useita kasveja ja pyritaan etenemaan tutkimuksessa mahdollisimman pit-
kalle ryhmittéin ja kootaan tutkimustulokset vasta loppuvaiheessa yhteisen keskustelun ja
pohdinnan kautta yhteen. Toinen tapa on tutkia ryhmissa vain paria kasvia ja koota ryhmi-



en tulokset jokaisen vélivaiheen jalkeen. Kolmas tapa on antaa jokaiselle ryhmalle oma
paakohta, minka kautta oppilaiden tulisi lahestya tutkimusongelmaa. Jotta lahestymistapa
ei olisi lilan hankala, riippuu sopivan tavan valinta oppilasaineksesta, joten opettajan oppi-

laantuntemus on avainasemassa.

Kaikissa lahestymistavoissa on kuitenkin tarkoituksena itse keksia I6ytdmiensé suhteiden
avulla lukujonon lukuja ja lopulta lukujonon raja-arvo ts. se luku, jota lukujonon perékkais-

ten lukujen suhde l&hestyy.

Tutkimus vie aikaa helposti 2-3 oppitunnin verran riippuen siita, kuinka syvallisesti asioita

kasitellaan tai integroidaanko tuloksia eri oppiaineiden valilla.

Valmistelut
- erikokoisia ja erilaisia kasveja tai kasvin osia
- kuvia tunnetuista rakennuksista
- kuvia tunnetuista maalauksista
- kuvia tunnetuista valokuvista
- kuvia tunnetuista veistoksista
- pysaytyskuvia elokuvista

- kuvia elaimista ja kasveista

Valineet
- kyna
- paperia
- viivoitin
- mittanauha

- tusseja

Varsinkin kirjallisuus, mutta myds Internet toimii hyvin l[&hteena. Internetin kaytdssa on kui-
tenkin vaaransa. Sita kaytettdessa kannattaa ehdottomasti sulkea pois ne sivustot, joissa
lukujono tai sen raja-arvolle annetaan vastaus valmiina. Talléin tyon tarkoitus vesittyy,
koska ihmisella on usein valitettavasti tapana ottaa ratkaisut valmiina mieluummin kuin

etsia niita itse.



Vaihe 2

Lasketaan esimerkiksi mannyn kévyssa olevien kierteiden maarat. Huomaa, etta kierteita
on kahden suuntaisia. Tusseilla voidaan merkita kapyihin jo lasketut kierteet, jolloin las-
kuissa on helpompi pysya.

Vastaavasti voidaan laskea vaikkapa poikkileikatun banaanin ja kuoren "lohkot". Samoin
poikkileikatun omenan siemenkodasta voidaan tehda mielekas ja tutkimusta tukeva ha-
vainto. Myos salaatin lehdet kiertavat kasvin keskiosaa tietylla logiikalla. Opettajan taytyy
etukateen selvittda, milla kasveilla ilmiota esiintyy, ja ohjata oppilaiden tekemaa tutkimusta
haluttuun suuntaan.

Usein ylhaalta pain katsottuna kasvien
lehdet ovat sopivasti kierteella kasvin var-
teen ndhden, mutta sen havaitseminen
vaatii tietynlaista tarkkuutta ja avaruudel-
lista hahmottamiskykya, jota kaikilla ei
valttamatta ole.

Tata luonnossa ilmenevaa Fibonaccin

lukujonon esiintymista kutsutaan nimella

phyllotaxis.



Vaihe 3

Kun aiemmin tutkituissa (sopivasti valituissa) kasveista on l0ytynyt mielekkaita lukuja ja ne

on huolellisesti kirjattu ylds, jarjestetaan luvut suuruusjarjestykseen pienimmasta alkaen.

Kierteita Kierteita
vastapaivaan | myotapaivaan
Mannyn kapy 13 8
Kuoren
Lohkoja sektoreita
Banaani 3 5

Viela kun muistetaan, etta kukin luku kirjoitetaan jonoon vain yhden kerran, saadaan toi-
vottavasti tulokseksi osa Fibonaccin lukujonosta: 3, 5, 8, 13. Voi tietenkin olla, etta |0ydetyt
luvut eivat aina olekaan perakkaisia (esim. 3,5,13 ja 21), joten yhteisty6 toisten ryhmien

kanssa voi auttaa selvittamaan puuttuvia lukuja.

Vaihe 4

Nyt pyritaan I6ytamaan saanto, jonka mukaan luku riippuu edellisista luvuista. Loytyneen
saannon mukaan jatketaan saatua lukujonoa molempiin suuntiin ja taydennetaan mahdol-
lisesti valista puuttuvat luvut: 0, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...

Samalla kannattaa miettia, miksi ei valttamatta ole paasty haluttuun lopputulokseen eli on
mahdollisesti saatu sd&nnosté poikkeavia lukuja. Lukujonon luvuthan eivat esiinny kaikilla
kasveilla, vaikka ovatkin melko yleisia kasvikunnassa. Tama on melko olennainen osa

kaikkea tutkimusta, ja siita voi viela oppiakin jotain.

Vaihe 5

Tassa vaiheessa pyritdan selvittamaan mita lukua perattaisten lukujen osamaara lahestyy.
Tulos on luonnollisesti sita tarkempi, mita suuremmat lukujonon luvut ovat kyseessa. Kan-
nattaa kuitenkin lahtea ensin liikkeelle itse I6ydetyista luvuista, ja jatkaa tutkimista yha suu-

remmilla luvuilla.

Tulokseksi toivottavasti saadaan kultaisen leikkauksen raja-arvo (1,6180229887) tai aina-

kin jokin sita hyvin l&hell& oleva arvo.



Vaihe 6

Kun tasséa tutkimuksessa lahdettiin alun perin liikkeelle kasvien tutkimisesta, on hyva miet-
tia missa ja milla muilla tavoin saatu kultaisen leikkauksen raja-
arvo esiintyy luonnossa tai esimerkiksi arkkitehtuurissa ja tai-
teissa.

Esimerkiksi ihmisesta l6ytyy useita suhteita, jotka tAsmaavat

kultaisen leikkauksen raja-arvon kanssa. Kun katsotaan peiliin,
voidaan helposti havaita, etta etaisyys leuan karjesta suuhun ja
suusta nenan paahan tai kasvojen korkeuden ja leveyden suh-
de antavat likimain kyseisen arvon. Nain kay myds etaisyyksille

vasemman k&den sormenpadista saman k&den olkapaahan ja

siita edelleen oikean kadden sormenpdihin. Samoin etéisyys
oikean kaden sormenpaista vasempaan olkapaahéan ja koko
sylin leveys ovat likimain kultaisen leikkauksen suhteessa.

Kannattaa huomata, ettd valokuvauksessa tai maalaustaiteissa
kultainen leikkaus on keskeisessd asemassa. Kuvaa otettaes-

sa sommittelulla on suuri merkitys kuvan kauneusarvon ja miel- |

lyttavyyden kannalta. Hallitsevaa kohdetta ei normaalisti kan- :
nata sijoittaa kuvan keskelle, vaan mieluimmin hieman jompaankumpaan reunaan, eiké

maisemakuvia otettaessa juuri koskaan horisonttia sijoiteta keskelle kuvaa.

10



Liitteet

Oppilaan ohje

Valineet

kyna

paperia

viivoitin

mittanauha (ihmista mitattaessa)

tusseja (laskettujen kasvin osien merkitsemiseen)

Tehtava

Etsi mukana tuomistasi ja/tai opettajan antamista kasveista mahdollisimman monia
erilaisia lukuja. Tee hyvat muistiinpanot.

Jarjesta luvut pienimmasta luvusta suurimpaan. Jos sama luku esiintyy monta ker-
taa, kirjoita se vain yhden kerran.

Selvita, miten luvut riippuvat toisistaan, siis mika yhteys niilla on toisiinsa.

Jatka selvittamaasi lukujonoa.

Mita lukua jonon perakkaisten lukujen (luku jaettuna sita edeltavalla luvulla) osa-
maaré lahestyy?

Loydatko itsestasi vastaavia mittoja, joiden suhde on lahes sama tai lahes sama
kuin edella laskemasi lukujen osamaara?

Keksitkd, missa muualla vastaava lukujen suhde esiintyy?

11



Kultainen leikkaus monessa mukana

Arkkitehtuuri
Parthenonin temppeli, Ateena, Kreikka
Pyramidit, Egypti
Notre Dame, Pariisi, Ranska
Eiffel-torni, Pariisi, Ranska

Kuvanveisto
Michelangelo: Daavid
Aleksandros: Milon Venus
Leonardo da Vinci: Hevg
Sfinksit, Eﬁ valokuvaus / elokuva
- it: Taistelevat metsot
dele Bloch-Bauer
gintalon edessa
iharppukostaja

Ferdinand von
Gustav |
Robert Doisneau: Suudelma Pariisin
Sergio Leones

lIhminen Kasvit

Leonard yn kapy
Kasvot onkukka
Keho \ ' o Banaani
Raajat g

Elaimet
Delfiini
Helmivene
Tiikeri
Hevonen,

12



Leonardo da Vinci: Tutkielma ihmisen mittasuhteista
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Leonardo da Vinci: Omakuva
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Kultainen leikkaus

2

(.
\j

13

Graafinen suunnittelu

11 1:2..2:3 2:3 = 35 35 = 58
Symmetria Kolmasosa: Kultainen leikkaus: Kultainen leikkaus:
suhdeluku suhdeluku noin 0,6.... suhdeluku noin 0,6....
ldhestyy
noin 0,6:tta....

Fibonaccin lukusarja: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34..



Lahdeluettelo

- Heidi Lahtinen, Studio 4, http://users.tkk.fi/~hmlahtin/studio4/harj1.html, 29.8.2008

- Ron Knott, Surrey University: Fibonacci Numbers and the Golden Section,
http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fib.html, 29.8.2008

- Goldennumber.net, http://goldennumber.net/, 29.8.2008

- Jeri Evans, Spotsylvania County Schools, Fibonacci,
http://www.spotsylvania.k12.va.us/bms/tr/fibonacci%20numbers%20and%20nature.
htm, 29.8.2008

- Dr. Bruce G. Marcot, Tom Bruce, Ecology Picture of the Week, http://taos-
telecommunity.org/epow/EPOW-Archive/archive_2003/EPOW-031117.htm,
29.8.2008

- Eric W. Weisstein, Golden Ratio, MathWorld,
http://mathworld.wolfram.com/GoldenRatio.html, 1.9.2008

- Drexel University , The Math Forum,
http://mathforum.org/dr.math/fag/faq.golden.ratio.html, 1.9.2008

- Teemu Varis, Kultainen kulmio,

http://www.seepia.org/html/seepia3/kulmio/kulmio.shtml, 2.9.2008

16



	Sisällysluettelo
	Sisällysluettelo
	Sisällysluettelo
	Johdanto
	Fibonacci, Filius Bonacci
	Fibonaccin lukujono
	Lukujonon matemaattinen esitys
	Konstruoiminen harpilla ja viivoittimella
	Opetuskokonaisuus
	Lähtökohta
	Vaihe 1
	Vaihe 2
	Vaihe 3
	Vaihe 4
	Vaihe 5
	Vaihe 6

	Liitteet
	Oppilaan ohje
	Kultainen leikkaus monessa mukana
	Leonardo da Vinci: Tutkielma ihmisen mittasuhteista
	Leonardo da Vinci: Omakuva
	Kultainen leikkaus
	Graafinen suunnittelu

	Lähdeluettelo



